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A levegében mozgé forgd labda palyajat modositja a
Magnus-effektus, a labda mozgasi iranyara és forgastengelyére
merélegesen hat6 erd. Ebben a tanegységben kisérletekkel, szimu-
lacidkkal és egyéb modszerekkel szamitjuk ki az eredé roppalyat.

2| ELMELETI BEVEZETO

Roberto Carlos 1997 juniusaban 35 méteres szabadrigasbol
olyan golt szerzett, amely maig zavarba ejti a néz6t. [ Miként
lehetséges, hogy a labda elindul az egyik irdnyba, majd — mint-
egy varazsiitésre — a kapu felé kanyarodik? A valasz: a levegé-
ben forgd labdara a Magnus-effektus hat. Ha magatél Roberto
mestertdl szeretnénk leckét venni a szabadrigas mivészeté-
ben, semmiképpen ne hagyjuk ki ezt a vide6t az UEFA Training
Ground honlapjan.? Ha a Magnus-effektusral szeretnénk téb-
bet megtudni, folytassuk az olvasast.

A labda réppalyajanak elemzéséhez meg kell vizsgalnunk a
labdara haté harom kiilonbdzé erét: a gravitaciét (F,), a
Magnus-erét (F,]) és a kézegellenallasi erdt (Fp ).

1. ABRA Erok 3!

Fu

A gravitacios erd egyszerden fejezhetd ki: F; = mg, ahol m a
labda témege, g pedig a nehézségi gyorsulas.

Az F,,Magnus-eré a labda ellenkezd oldalain fennallé nyomaskd-
I6nbségek miatt |ép fel. A nyomasvaltozasok a Bernoulli-elvvel
irhatok le. Akdzegben v sebességgel haladd felllet adott pontjan
a teljes nyomas (p) egyenlé a kdrnyezeti statikus nyomas (p,)
és a dinamikus nyomas (g) dsszegével (1. EGYENLET), ahol p a
kozeg — vagyis esetlinkben a levegé — surlisége. Azonban ha
egy R sugard gémb vagy henger forog is (w szdgsebességgel,
radian/mp mértékegységben kifejezve), akkor a targy egyik ol-

2
CSAVAROS FIZIKA [[3%}]
=4

dalan Iévé adott pontnal magasabb a légaramlas sebessége
(v + wR), mint az ellenkezd oldalon (v — wR). A nyomaskiilénb-
ség (Ap = 2pwvR) az 1. EGYENLET alapjan szamithato ki.

p=q+py= P;’Z +Po (1. EGYENLET)

pv,? 2
Ap:[ 22 +p0]—[p%+p0]
pllv+ 0RY ~ (= 0RF) _j s
2

Fy= ApA=(2pwvR)A

Henger esetében: F), = 4pwvR?h. (2. EGYENLET)

Gémb esetében: F, = 2pwVTIRS. (3. EGYENLET)
Az F, értéke a fellletre haté nyomas lesz. A matematikai leve-
zetést nem kell részletesen targyalni: elegendd, ha az dram-
lasra merélegesen haté eréket vizsgaljuk. Az aramlasra meréle-
gestél eltérd iranyban haté erdket a szimmetria miatt mindig
kiegyenliti egy vellik ellentétes iranyba hat6 er6. Ezért csak a
targy A keresztmetszetét kell vizsgalnunk. Labda esetében az
A egyszerien egy R sugarl kor (lasd a 3. EGYENLETET); henger
esetében az A egy 2R magassagu és h szélességl téglalap
(la4sd a 2. EGYENLETET). Vektorokkal kifejezve: az F, a haladasi
sebesség és a szdgsebesség vektoridlis szorzataval (kereszt-
szorzatéval) aranyos.

Végiil figyelembe kell venniink az Fj, kdzegellenallasi erét is. A kd-
zegellenallas bonyolult, mivel a légaramlas lehet laminaris vagy
turbulens is, ami nagyrészt a targy alakjatol és a kozeg jellegétél
flgg. Kisérleteinkhez elegendé azt feltételezni, hogy az aramlas
laminaris (l4sd az 1. ABRAT), igy hasznalhatjuk a kozegellenallas
szokasos egyenletét, ahol az eré a v sebességgel ellenkezd arany-
ban hat, nagysaga pedig a sebességgel aranyos: F, = fv. A Bolyan
allandd, amely a kozeg tulajdonsagaitol és a targy méretétdél fligg;
egy leveg6ben halado focilabda esetében [ = 0,142% 4],

3|A TANULOK TEVEKENYSEGE

AMagnus-effektus harom kilénféle bemutatasi médjat ismertet-
juk. A kisérletek mindegyike elvégezheté egyszerd bemutato-
ként, de videotra is rogzithetd, és a modellek hasznalataval ele-
mezhetd a labda réppalyaja. A videofelvételt rogzitett kameraval
végezzik, amelyet a vizsgalando targgyal azonos magassagban,
a roppalyara merélegesen helyezziink el, legalabb néhany mé-
teres tavolsagra attdl, hogy minimalis legyen a perspektivikus
torzitas. A felvételt mozgaselemz6 szoftverrel lehet analizalni.
Ehhez a Tracker ™! programot javasoljuk. A Tracker hasznalatardl
az elsé iStage kiadvanyban ¢! talalhatok részletes informaciok.
A roppalya a nagyszer( VidAnalysis 7! alkalmazassal is rogzit-
hetd, majd az elemzés kdzvetlendl elvégezheté Android-eszké-
z8n (2€. ABRA). Az adatok exportalhaték is tovabbi elemzés célja-
bdl; itt az ingyenes GeoGebra 8 szoftvert hasznaljuk.
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2. ABRA Lejtén guruld henger

3|1 Kisérletek hengerekkel

Készitslink kiilénbdz6 hengereket A4-es vagy A3-as lapokbol,
ragasztd hasznalataval. Allitsunk fel egy lejtés palyat, és gurit-
suk le a hengereket a palyan, hogy tanulmanyozhassuk a forgd
szabadesést (2A. ABRA).

Atanuldk megvizsgalhatjak, mi térténik, ha moédositjak a lejté
délésszogét, illetve a henger sugarat vagy magassagat. Kisér-
letileg meghatarozhatjuk azokat a paramétereket, amelyek
szemmel Iathatéan nagy hatast gyakorolnak a mozgasra, majd
a 2. EGYENLET alapjan elemezhetjik az adatokat. Arra is lehetd-
ség van, hogy a kinyert adatok alapjan adatelemzést végziink
(1. modell) a késébbiekben leirtak szerint.

3. ABRA A Magnus-effektus vizben

A Magnus-effektus vizben (3. ABRA) a kozeg nagyobb slrlsége
miatt még latvanyosabb. A hengernek a viznél stribbnek kell
lennie, a strlédas ndveléséhez pedig érdes fellletet kell alkal-
mazni. A példankban tdmér teflonrudat hasznaltunk, a fellletre
pedig tépbzarat ragasztottunk. A henger sulyat médosithatjuk
Ggy, hogy érméket ragasztunk a két végére.

Még latvanyosabb — bar nehezebben kivitelezhet6 — elrende-
zéshez jutunk, ha dsszeragasztjuk két mianyag csésze aljat,
igy olyan hengert kapunk, amely kézépen elvékonyodik. ! Te-
kerjink madzagot az elvékonyodé részre, majd a madzag meg-
rantasaval engedjik el a hengert (4. ABRA; lasd még a GeoGeb-
ra-oldalunkon lévé videéra mutaté hivatkozast [19!). Amozdulat
némi gyakorlast igényel, de az eredmény nagyon latvanyos. A
tdbbi hengeres kisérlethez képest ez a kisérlet kevésbé repro-
dukalhato, mivel a réppalya a szdgtél és attdl is fligg, milyen
erésen rantjuk meg a madzagot. A sikeres kisérletek azonban
egyedileg elemezhetdk. A 4. ABRAN a replilé csészék korkoros
mozgast végeznek. Ha a Magnus-effektus jelentésen erdsebb,
mint a gravitacios erd, akkor az F), centripetalis eréként viselke-
dik. Ezt a hasznos meglatast késébb, az adatelemzés soran is
felhasznaljuk majd.

4. ABRA Repiilé csészék

3|2 Adatelemzés

A roppalyak elemzéséhez kilénb6z6 matematikai modelleket
dolgoztunk ki. Ezek a modellek kdzvetlendl elérhetdk iStage 3
GeoGebra-oldalunkrol 1101, Megtekintésiik mindenképpen java-
solt a folytatas eldtt. A modellek kdzvetlendl a bongészébél fut-
tathatok — csak a hivatkozasra kell kattintani.

A szamitasok mindegyikében feltételeztik, hogy a forgas al-
land6 a mozgas soran. Ezutan két egyszerusitett modellt ho-
zunk létre kildnboz6 feltételezések alapjan:

I. modell: Akarcsak a repiilé papircsészék kérdéjel alaku réppa-
lydja esetében (4. ABRA), az F, centripetalis eréként viselkedik,
a targy kiszamitott roppalyaja pedig r sugard kor lesz. Ez a fel-
tételezés a tizenegyesrugas vizsgalatakor is ésszer(, mivel a
labda teljes sebessége nagyjabdl allandé marad. A turbulencia
miatt elvész az energia egy része, ezért a veszteség leirdsahoz
be kell vezetniink a C, allandét.
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5. ABRA Repiilé csészék mozgasanak elemzése

A 4. ABRAN lathat6 a GeoGebra-modell palyéja (repiil6 csészék],
és modosithatd a kdr kézéppontja, valamint a (. Aparaméterek
madositasaval prébaljuk elérni a legjobb illeszkedést; a modell
az r értékét az 5. EGYENLETBOL szamitja ki. Adataink esetében
a legjobb illeszkedést C, = 0,86 adja.

Il. modell: A papirhengerrel végzett kisérlet szamitasainak leegy-
szerUsitése (2. ABRA) érdekében a tanuldk feltételezhetik, hogy a
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Magnus-effektus féként a kezdeti mozgasiranyra merélegesen
hat, a hengerek pedig eséskor elérték a maximalis sebességu-
ket. Ezekkel a feltételezésekkel élve az Fj és az F kiegyenlitik
egymast, a Magnus-effektus pedig gyorsulasként (a) értelmez-
hetd az y irdnyban, igy a kiszamitott réppalya parabola lesz:

y:i)(2 = y:[:Ssz_

2v2 mv
3
Gomb esetében: y =C, sz. (6. EGYENLET)
mv
2
Henger esetében: y = C, 2pwhR” x2. (7. EGYENLET)
mv

Ez leegyszerdsités ugyan, de hasonlé C; értéket ad, mint a ma-
sik modell.

GeoGebra-oldalunkon (6. ABRA) Roberto Carlos emlékezetes
szabadrlgasat reprodukaltuk. Majdnem minden paraméter mo-
dosithaté [tévolség, sz6g, kapuméret, C,, sebesség, forgas, sor-
fal helyzete stb.). Az elemzés megmutatja az I. és Il. modell ki-
szamitott réppalyajat, ezdttal a 4. és 6. EGYENLET hasznalataval,
mivel henger helyett most labdat vizsgalunk. Kérjik meg a ta-
nulékat, hogy talaljak meg egy adott elrendezéshez a legjobb
értékeket, illetve talaljak meg azokat a feltételeket, amelyek
mellett a modellek kiilénb6z0 roppalyakat eredményeznek, és
adjanak magyarazatot az eltérésekre. (A modellek akkor fog-
nak eltérést mutatni, ha a labda sebessége alacsony, forgasi
sebessége pedig magas.)

3|3 Szimulaciok

2D szimulacié: Néhany kisérletet kdvetden a tanulok szimulal-
hatjak is a Magnus-effektust. Téltsiik le a Java-programot 1111,
Ebben a szimulaciéban a tanulék médosithatjak a kezddsebes-
séget, a szoget, a kdzegellenallasi egyitthatét és a szégsebes-

y=C, mpw R ivm) "

6. ABRA Szabadrigas elemzése
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7. ABRA 2D szimulacié

séget. A forgasirany és a labdara haté erék az 1. ABRA szerint
alakulnak. A 7. ABRAN harom példa lathaté 30°-os roppalyakra:
els6ként 0, majd 5 és véglil 10%f0rgési sebességgel. Lathato,
hogy az X,,,, €S Y. Ertékei a forgasi sebesség ndvekedésével
egyutt emelkednek.

3D szimuldcio: Itt is Roberto Carlos szabadrigasanak roppalya-
jat modelleztik (8. ABRA). A megfelel6 Java-program letdltésé-
vel kiprobalhaté a szimulacié 4, Késébb egy masik verzig 14
is kiprébalhat6 a ragas nélkil, de a paraméterek szabadon mo-
dosithatok, és megvizsgalhato a roppalyara kifejtett hatasuk.

Harom dimenziéban a dolgok joval 6sszetettebbé valnak. A két-
dimenzi6és modellben a labda csak felsé vagy alsé forgasirany-
nyal rendelkezhet, igy a réppalya és a Magnus-er6 mindig
ugyanazon a sikon hat. A haromdimenziés modellben a Mag-
nus-effektus elhajlitja a labda réppalyajat, de a forgas perdiilete

[ NN

8. ABRA 3D szimulacié

mindig megérzédik, ezért a labda giroszképként viselkedik. igy
avés wkozotti szog a roppalya kiildnbdzd pontjain mas és mas
lesz, ami komplexebbé teszi a labda Gtjat. A GeoGebra szamita-
saitél eltéréen ez a program — az el6z6 képkocka értékei alapjan

— egyszerUen kiszamitja az &sszes eré numerikus értékét. A
program Processing 1% nyelven késziilt, amely a Java egysze-
rdsitett verzigja.

4| KOVETKEZTETES

A focipalyan a labda roppalyaja nagyon dsszetett, és szamos
tényez6tdl fugg. Az osztalytermi tanulmanyozas érdekében a
tanuléknak modellek és leegyszerUsitések alkalmazasaval ke-
zelhetd dsszetevékre kell lebontaniuk ezt a komplex viselke-
dést. Ezek a kisérletek, modellek és szimulaciék bepillantast
engednek abba, hogy mi mindent lehet kikévetkeztetni a tudo-
manyos médszer hasznalataval: Ha azt feltételezzik, hogy a
jatékot viz alatt jatsszak, vagy hogy a focilabdat két papircsé-
szével lehet helyettesiteni, nagyon kozel kerilhettink Roberto
Carlo ivelt Idvésének pontos magyarazatahoz.

5| EGYUTTMUKODESI LEHETOSEGEK

Az iStage 3 GeoGebra-platformjan 19 részletes informaciok ta-
lalhatok a GeoGebra-fajlok letdltésérél és hasznalatardl. Erde-
mes a tanulékat kihivas elé allitani: probaljak elérni a lehetsé-
ges legnagyobb Magnus-effektust a repllé papircsészék
kisérletében. Ez a C, legmagasabb értékének megtalalasat je-
lenti, amely 1-hez a lehetd legkdzelebb van. Az elemzések, ered-
mények és modellek masokkal is megoszthatok 11,
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